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本文

１．はじめに
　ｎ方陣について、ｎが素数の場合素数方陣、ｎが奇数の場合奇数方陣、ｎが偶数の場合偶数方陣と呼ぶことにしますと、素数方陣と奇数方陣は手作業でも簡単に魔方陣を作成することができます。しかも、素数方陣は私が超完全魔方陣と呼ぶものになります。超完全魔方陣とは、対角線の和が縦横の和と同じになるだけでなく、すべての斜めの和も同じになるものを指しています。偶数方陣でも４方陣、１２方陣、１６方陣などの特別な数字の方陣は私がかけ算的手法と呼ぶ方法で、作成可能です。特別な数字というのは、４の奇数倍、４の累乗の倍数です。また、８、１６、２４方陣については、ずらし法で作成可能です。
　４方陣は数字が少ないので辛うじて、手で作成することができます。そして、４方陣の手法と奇数方陣の手法を組み合わせれば、４の奇数倍の方陣は作成できるわけです。４の累乗の奇数倍については、４方陣の手法を数回と奇数方陣の手法を組み合わせれば、よいというわけです。８、１６、２４については特別な事情からずらし法できます。

　
　また、足し算的手法を使えば、すべての偶数方陣は、手作業で作成可能です。１２節参照。
　かけ算的手法と足し算的手法でできる偶数魔方陣は、特殊な解です。一般的な解を求めるために、コンピュータが登場するわけです。私が作成したプログラムを使えば、６方陣を例に取るとパソコンは１時間で２～３万個作成してしまいます。よっぽど頭のいい人でも手作業では１時間で数個できればいいほうでしょう。（本来であれば、プログラムと同時にそれをコンパイルしたＥＸＥファイルを添付したいところですが、私が使用した言語はＴｕｒｂｏ Ｃ＋＋でMS-DOSの用（９８用）ものです。したがって、EXEファイルはNECの９８でしか走りません。近々Visual　Ｃ＋＋を購入し、テキスト形式のプログラムを読み込んでコンパイルし、すべてのWindowsマシンで動くようにする予定です。その時点でEXEファイルを添付したいと思いますのでお待ちください。）プログラムをコンパイルして是非は走らせてみてください。

　　　　　　
 ２．一般的理論
　何の方針もなく魔方陣を作成しようとしたら、とても歯が立ちません。例えば、アットランダムに数字を入れていって、偶然に縦横斜めの合計が一致するようなプログラムを作ったとすれば、４方陣の段階で最新のペンティアムⅢマシンを１０日間走らせても魔方陣は１つも見つからないでしょう。 さらに、１０方陣ぐらいになるとスーパーコンピュータを数千年使用しても１個も作成できないでしょう。数字が１つ増えるだけで問題の難度は飛躍的に難しくなるからです。そこで問題を単純化することが必要となります。
　問題を単純化するため、魔方陣の升なかに入れる数字を２つの要素に分解します。ｎ方陣場合、数字をｎで割った商と余り（正確に言うとあまりに１加えた数字。）に分解します。そして、２つの升目（１辺がｎの升目）を用意してそれぞれの升に商と余りを入れていって、縦横斜めの合計が同じになるようにしてやって、２つのものを合成してやればｎ方陣が完成します。
　４方陣を例に具体的に説明しましょう。４方陣は１から１６までの数字を入れて作るのですが、説明のため０から１５まで入れることにしましょう（通常の魔方陣にするには、すべてに１を加えるだけでできます。）。例えば、１３という数字は

　　　　　１３＝４×３＋１

ですから商３と余り１に分解できます。合成した数字の縦横斜め合計を一致させようとすると大変困難ですが、２つの要素（商と余り）に分解してそれぞれの要素の縦横斜め合計を同じくするとすれば問題は著しく簡単になります。例えば、下表のようにすれば縦横斜め合計は一致します。

　　　 　商　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　余り　　
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　そして商に４を掛けそれに右側の同位置の升目の余りを加えます。赤い数字を例に取ると、

　　　　 ４×３＋２＝１４
となります。このようにして合成した表が下のものとなります。
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　縦横斜めの合計はすべて、３０になっています。さらにすべての升に１加えると、
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となり通常の方陣になります。縦横斜めの合計がすべて３４になっていることを確認してください。４方陣以外の魔方陣についても同様な考え方できます。

　

　実際の作業やプログラムでは、商と余りに１ずつを加えた以下のような表を使います。
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　そして次のように合成すればⅠの表が完成します。

　　４×（４－１）＋３＝１５　　Ⅱ

　

　したがって、実際の作業は１から４までの数字を２つの正方形にそれぞれ４つずつ入れて合計が同じになるようにします（なお表Ａと表Ｂ対称な関係にあって、Ａを商・Ｂを余りとみても、逆にＡを余り・Ｂを商とみてもよいのです。これからの説明ではＡを余り、Ｂを商とみることが多いと思いますが、逆にみることができるということに注意してください。Ａを商・Ｂを余りとみる場合と、Ａを余り・Ｂを商とみる場合では、作成される魔方陣は別のものになります。Ａ・Ｂの対称性からＡ・Ｂを区別せず、魔方陣種（まほうじんしゅ）または魔方陣の種（たね）と名付けることにします。）。　
　

　さらに重要な注意事項があります。Ⅱの式で合成するわけですが、４方陣はそれぞれの升に１から１６までの数字が１つずつ入る必要があります。４方陣の中に同じ数字が入っていてはいけないのです。これは表Ａをｘ座標、表Ｂをｙ座標としたときに組み合わせ（４，３）は唯一つでなければいけないということを意味しています。Ａ、Ｂの表の赤以外の組み合わせ（４，３）が存在してはいけないということです。１つでも存在すれば、同じ１５ができてしまい、１から１６までの各数字が１つずつであるという要求を満たさなくなってしまいます。

　
　つまり（１，１）（４，１）（１，４）（４，４）を頂点とする正方形の各格子点に点が１つずつなければならないということです。このように各格子点に１つだけはいる場合表Ａと表Ｂは互いに独立であると呼ぶことにします。

　互いに独立という概念は理解しにくいかもしれませんので、独立でない例を示してみたいと思います。下が独立でない種です。

　　　　　　　　　　　　　　

	6
	3
	1
	2
	4
	5

	4
	2
	6
	5
	1
	3

	1
	5
	3
	4
	6
	2

	5
	4
	2
	1
	3
	6

	2
	6
	4
	3
	5
	1

	3
	1
	5
	6
	2
	4


	
	




　

	5
4
2
1
3
6
2
3
6
4
1
5
6
1
4
3
5
2
1
6
5
2
4
3
3
2
1
5
6
4
4
5
3
6
2
1

	




　



　

　縦横斜めの合計は同じになっています。ところが（６，５）（６，５）というように同じ組み合わせが存在してしまっています。この２つの場所は合成した際に

６×（６－５）＋５＝３０

の計算から同じ数字３０になってしまいます。すなわち、１から３６までの数字が１つずつ入らなければならないという魔方陣（この場合は６方陣）の基本的な要求を満たさないことになります。

　

　

　

　したがって、ｎ方陣の基本的な要求は３つということになります。

　　 ①　各表には１からｎまでの数字がそれぞれｎ個ずつ入っている。

　　 ②　縦横斜めの合計が一致する。

　 ③　２つの表が独立である。

　

　 ①の要求は②③の条件から必然的に出てきます。

　

　種が自分とは独立な種を１つもたない場合、その種から魔方陣を生産することができないので、不生産的種（ふせいさんてきしゅ）と呼びます。反対に種が自分と独立な種を１つでももつ場合、その種から魔方陣を生産することができるので、生産的種と呼びます。これからの議論では、不生産的種は存在するのか種はすべて生産的なのかということが問題になってきます。

　

注　ホームページを開設した直後に、「②縦横斜めの合計が一致する」の条件を満たさない解が存在していることが発見された。第５節参照。　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　

３．素数方陣（超完全魔方陣）
　ここから文体を　である体　に変更する。こちらのほうが性に合うのでお許しいただきたい。

　はじめにで断っておいたこともう一度断りたい。ここの方陣は素数による方陣ではない。ｎ方陣においてｎが素数のとき、私は素数方陣と呼んでいるのである。

　意外なことに、素数方陣が一番簡単に作成できる。しかもこれから述べる方法で、より制約の強い超完全魔方陣となるのである。ここでいう完全魔方陣とは、普通の魔方陣のことである。普通の魔方陣なのに、わざわざ完全という言葉を入れるのは、後に不完全魔方陣（ないしは准魔方陣）という概念を導入するので、完全という言葉を入れているのである。超という概念は、具体例を作ってから説明したい。

　素数方陣はずらし方という方法で作成することができる。５方陣を例にとって説明したい。まず１行目に１２３４５の任意の順列（ここでは順列として１２３４５を例にする）を作る。そしてその順列を右に２つ　ずらすのである。
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　 ２つ右にずらすという意味は１に注目していただければ分かると思う。１は順に２つずつ右にずれている。

　

　

　次に同様に１行目に任意の順列（ここでも１２３４５を例とする。）を作り、今度は３つ右にずらす。
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　ⅠⅡを合成すると次の魔方陣が完成する。下の例はⅡを商、Ⅰを余りとしている。縦横と対角線のところの和がすべて６５になっていることを確認していただきたい。
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　超という概念の説明にはいる前に、重要な注意事項を述べておきたい。１番目の表で２つずらした場合には、２番目の表では３つずらしでなければないということである。違うずらし方をしないと、２つの表は独立ではなくなってしまうからである。この例においては、独立でないどころかまったく同一の表になってしまう。１行目の順列が同じであるためである。１行目の順列を変えたとしても、独立でなくなることは容易にわかると思う。　また、１ずらしおよび４ずらし（逆１ずらし）ではいけない。
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１と５のところの合計が他の合計と違ってしまうのである。合計は１８でなければならないのに、それぞれ５と２５になってしまうのである。したがって、合成しても対角線のところの和は６５にはならないのである。下の表で確認してほしい。　　　

	　１
	　７
	１３
	１９
	２５

	１０
	１１
	１７
	２３
	　４

	１４
	２０
	２１
	　２
	　８

	１８
	２４
	　５
	　６
	１２

	２２
	　３
	　９
	１５
	１６


	
	



　



　　　　　　　　　　　　　

しかし、縦横については合計はすべて６５になっている。しかも、２つの表はずらし方が違うため、独立となっていて、１から２５間での数字が１つずつ入っているのである。そこでこの魔方陣を不完全魔方陣ないしは准魔方陣と呼ぶことにする。

　

　

　さて、いよいよ超という概念の説明に入ろう。
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先ほど完成させた５方陣をみてほしい。対角線の合計が６５になっているだけではなく、青や赤の斜め行のところも合計が６５になっているのである。その他のすべての斜め行の合計が６５になっている。つまり対角線を含めたすべての斜め行の和が同じ６５になっているのである。私は、この状態のとき超完全魔方陣と呼ぶのである。この超完全魔方陣の方がきわめて自然であるといえると思う。なぜなら対角線のところの斜め行だけが、特権的な位置を占める道理はないからである。（しかし、私が研究した範囲内では、超完全魔方陣は素数方陣のときのみ可能で、素数以外の奇数の方陣や偶数方陣では不可能である。ずらし法では不可能であることは簡単に証明できる。）（）の部分は誤りである。偶数方陣でも超完全魔方陣は可能である。しかもずらし法で作れることがわかった。魔方陣講義第１０回、１１回参照。　ただし、魔方陣講義では一般の用語法に従って、ここで述べている超完全魔方陣を完全魔方陣としている。２００４年８月３日訂正
　

　さて、ずらし法によって超完全魔方陣がどれだけ作れるか考えてみよう。
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　表Ⅰの１行目の順列は、５！で１２０通りである。表２の順列同様に１２０通りある。ずらし方の組み合わせは２と３の１通りであるから

　１２０×１２０×１×２＝２８８００通りである。最後の×２はＡ，Ｂの対称性から生じる。しかし、この中には合同なもの（対称移動や回転移動などによって重なるもの）が１種類について８個含まれているので、実際の種類数は、

　　２８８００÷８＝３６００通り

　

一般的にはｎ！×ｎ！×（ずらし方の組み合わせ）×２÷８の計算になる。だから７方陣では、

７！×７！×（４×３÷２）×２÷８＝381022400通り

存在することになる。（４×３÷２）の計算は７方陣の場合ずらし方が２，３，４，５あるからである。組み合わせは４つから２つ組み合わせる場合の数で、４Ｃ２ということになる。７方陣して約４億個の超完全魔方陣が存在することになる 。１１方陣になると、約１兆４千億個あることになる。　　

　

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

４．奇数方陣
　奇数方陣はずらし法によって作ることができる。ただし、１個目の表においては、１行目の順列の先頭に真ん中の数字を入れ、２個目の表においては１行目順列の最後に真ん中の数字を入れ、１個目の表は１ずらし、２個目の表は逆１ずらしにする。
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１個目の表においては先頭を５にして１ずらし、２個目の表においては最後を５にして逆１ずらしにすると、５の対角線と５の対角線の和が縦横の和と同じ４５になるのである。偶数方陣では、１ずらし及び逆１ずらしでは、赤と青の対角線のところが縦横の和と同じにならなかった。そのために不完全魔方陣であったのだが、奇数の場合は真ん中の数字があるため先頭ないしは最後におけば、合計を縦横と同じにすることができるため、完全魔方陣にすることができるのである。しかし、例えば２の斜め行をみていただければわかるとおり５以外の斜め行は合計は４５にはならない。したがって、素数のときのように超完全魔方陣にはならない。
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	28
	47
	57
	67
	78
	43
	8

	26
	36
	50
	55
	65
	75
	40
	6
	16

	34
	53
	63
	68
	73
	38
	3
	13
	24

	51
	61
	71
	81
	41
	1
	11
	21
	31

	58
	69
	79
	44
	9
	14
	19
	29
	48

	66
	76
	42
	7
	17
	27
	32
	46
	56

	74
	39
	4
	15
	25
	35
	54
	59
	64

	37
	2
	12
	22
	33
	52
	62
	72
	77


	
	







　



　

　

　ずらし法による奇数方陣数は、

(ｎ－１)！×(ｎ－１)！×１×２÷８

の計算で求められる。９方陣の場合は、

　 ８！×８！×１×２÷８＝406425600通り

存在することになる。約４億個存在することになる。

　

５．特別偶数方陣
① ４方陣

　偶数方陣の中で比較的容易にできるのが、４方陣である。数字が小さいため、手作業でも何とか作ることができる。しかしながら、４方陣がはたす役割は大きい。４方陣と奇数方陣の手法を組み合わせれば、４の奇数倍の魔方陣が作れるからである。また、４方陣の手法を複数回と奇数方陣の手法を組み合わせれば、４の累乗の奇数倍方陣も作成できる。したがって、１２・１６・２０・２８・３６・４４・４８方陣などが作れるのである。後のプログラムを走らせてみればわかる通り、これらの魔方陣をコンピュータは１秒の間に何千個も作成してしまうだろう。

　

　　　　

	


　


	
	1
2
3
4
3
4
1
2
4
3
2
1
2
1
4
3
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2
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4
4
3
2
1
2
1
4
3
3
4
1
2

	


　



　

　

　　　　　　　　　　

	


　


	
	1
6
11
16
15
12
5
2
8
3
14
9
10
13
4
7

	


　



　

　条件「②　縦横斜めの合計が一致する。」を満たさない、種による解の例
	


　


	
	1
4
3
2
4
2
1
3
2
3
4
1
3
1
2
4

	


　



	


　


	
	1
2
3
4
4
1
4
1
3
4
1
2
2
3
2
3

	


　



	


　


	
	1
14
11
8
16
5
4
9
7
12
13
2
10
3
6
15

	


　



　

② ４の奇数倍方陣

　

　４の奇数倍方陣の説明にはいる前に、奇数（素数を含む）方陣種の重要な特徴に触れておこう。

	



　


	
	1
2
3
4
5
4
5
1
2
3
2
3
4
5
1
5
1
2
3
4
3
4
5
1
2

	

　　 Ⅰ

　

	



　



　

　これは総数方陣のときに出した５方陣種の１例である。この種は、縦横斜めの合計が同じ１５になっているだけでなく、どの行列も対角線も１から５までの数字が１つずつ並んでいる。つまり縦や横や対角線のところに５種類の数字が並んでいるのである。縦・横・対角線が同じになるためには、５種類の数字が並んでいる必要はない。例えば、下の表ように４１５１４と並んでいても、合計は１５である。

　

	



　


	
	1
2
4
5
3
4
1
5
1
4
3
5
3
2
2
3
4
2
5
1
4
3
1
2
5

	

　　　 Ⅱ

　



　

　ⅠとⅡを比較すると、Ⅰの方が制約条件が強い。そこでⅠのような種（縦横斜めの合計が同じであるだけでなく、１つの行や列や対角線には同じ数字が入っていない種）を特殊種と呼び、Ⅱを非特殊種と呼び、特殊種と非特殊種をひっくるめて、一般種と呼ぶことにする。そして、すべての特殊種を要素とする集合を特殊領域、すべての一般種を要素とする集合を一般領域と呼ぶことにする。（このホームページ作成後、一般領域より広い種領域が存在していることが発見された。このページの①４方陣の赤の文字で書いてある部分を参照。縦横斜めの合計が一致することが、一般領域種の条件であったが、その条件を満たさない生産的種が存在しているのである。（商の方で一致していなくても、余りの方で、差を埋めることができる場合があるのである。））
　

　４の奇数倍方陣などを考える際に、一般領域ではなく、より制約の強い特殊領域に限定することが、正解への近道になるのである。条件が強い方が、問題が簡単になる場合があるが、これもその例である。そこで特殊種を作ることを考えてみよう。

　

　３方陣の手法と４方陣の手法を組み合わせて、１２方陣特殊種を作ることを考えてみよう。

　例えば、３方陣は次のようにしてできる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

	

　


	
	2
1
3
3
2
1
1
3
2

	
　　Ⅰ　
　

	3
1
2
1
2
3
2
3
1

	
　　Ⅱ
　



　

　　　　　　　　　

	

　


	
	8
1
6
3
5
7
4
9
2

	

　



	1
	2
	3
	4

	3
	4
	1
	2

	4
	3
	2
	1

	2
	1
	4
	3


	
	
　 Ⅲ

　

	1
2
3
4
4
3
2
1
2
1
4
3
3
4
1
2

	
Ⅳ

　



　

　

　

まずⅠⅢを組み合わせてみよう。作り方は二つある。ⅢをⅠの中に入れこ式に入れるやり方とその逆である。前者から作ってみよう。

　ⅠⅡから１を引いておくと、

	

　


	
	１
０
２
２
１
０
０
２
１

	
　　Ⅰ’　

	２
０
１
０
１
２
１
２
０

	
　　Ⅱ’
　



　

　これに４方陣種を組み合わせる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

Ⅰ’の１のところには４×１＝４を加えて入れる。Ⅰ’の２のところは４×２＝８を加えて入れる。Ⅰ’の０のところにはⅢをそのまま入れる。すなわち、４×０＝０を加えるというわけだ。つまり以下のようになる。
　

	5
	6
	7
	8
	1
	2
	3
	4
	9
	10
	11
	12

	7
	8
	5
	6
	3
	4
	1
	2
	11
	12
	9
	10

	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	12
	11
	10
	9

	6
	5
	8
	7
	2
	1
	4
	3
	10
	9
	12
	11

	9
	10
	11
	12
	5
	6
	7
	8
	1
	2
	3
	4

	11
	12
	9
	10
	7
	8
	5
	6
	3
	4
	1
	2

	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	10
	9
	12
	11
	6
	5
	8
	7
	2
	1
	4
	3

	1
	2
	3
	4
	9
	10
	11
	12
	5
	6
	7
	8

	3
	4
	1
	2
	11
	12
	9
	10
	7
	8
	5
	6

	4
	3
	2
	1
	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5

	2
	1
	4
	3
	10
	9
	12
	11
	6
	5
	8
	7


	
	










　



　
見事に特殊種ができあがっていることを確認してもらいたい。つまり、どの行も列も対角線も１～１２までの数字が１つずつ入っているのである。同様にして、ⅣをⅡのなかに　くみ込む。
	　9
	10
	11
	12
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	12
	11
	10
	9
	4
	3
	2
	1
	8
	7
	6
	5

	10
	9
	12
	11
	2
	1
	4
	3
	6
	5
	8
	7

	11
	12
	9
	10
	3
	4
	1
	2
	7
	8
	5
	6

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	4
	3
	2
	1
	8
	7
	6
	5
	12
	11
	10
	9

	2
	1
	4
	3
	6
	5
	8
	7
	10
	9
	12
	11

	3
	4
	1
	2
	7
	8
	5
	6
	11
	12
	9
	10

	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	1
	2
	3
	4

	8
	7
	6
	5
	12
	11
	10
	9
	4
	3
	2
	1

	6
	5
	8
	7
	10
	9
	12
	11
	2
	1
	4
	3

	7
	8
	5
	6
	11
	12
	9
	10
	3
	4
	1
	2


	
	










　



　

そして２つを合成すれば１２方陣は完成する。

　
	101
	114
	127
	140
	1
	14
	27
	40
	57
	70
	83
	96

	139
	128
	113
	102
	39
	28
	13
	2
	95
	84
	69
	58

	116
	103
	138
	125
	16
	3
	38
	25
	72
	59
	94
	81

	126
	137
	104
	115
	26
	37
	4
	15
	82
	93
	60
	71

	9
	22
	35
	48
	53
	66
	79
	92
	97
	110
	123
	136

	47
	36
	21
	10
	91
	80
	65
	54
	135
	124
	109
	98

	24
	11
	46
	33
	68
	55
	90
	77
	112
	99
	134
	121

	34
	45
	12
	23
	78
	89
	56
	67
	122
	133
	100
	111

	49
	62
	75
	88
	105
	118
	131
	144
	5
	18
	31
	44

	87
	76
	61
	50
	143
	132
	117
	106
	43
	32
	17
	6

	64
	51
	86
	73
	120
	107
	142
	129
	20
	7
	42
	29

	74
	85
	52
	63
	130
	141
	108
	119
	30
	41
	8
	19


	
	










　



　

　

今度は逆の組み込みをしてみよう。ⅠをⅢに組み込んでみよう。

	

　


	
	2
1
3
3
2
1
1
3
2

	
　　Ⅰ　
　

	3
1
2
1
2
3
2
3
1

	
　　Ⅱ
　



　

	1
	2
	3
	4

	3
	4
	1
	2

	4
	3
	2
	1

	2
	1
	4
	3


	
	
　 Ⅲ

　

	1
2
3
4
4
3
2
1
2
1
4
3
3
4
1
2

	
Ⅳ

　



　

ⅢⅣから１引く。

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

	0
	1
	2
	3

	2
	3
	0
	1

	3
	2
	1
	0

	1
	0
	3
	2


	
	
　 Ⅲ’ 

　

	0
1
2
3
3
2
1
0
1
0
3
2
2
3
0
1

	　 
Ⅳ’
　 
　



　

　

ⅠにⅢ’の１のところに３×１＝３を加えて入れる。Ⅲ’の２のところは３×２＝６を加えて入れる。Ⅲ’の３のところは３×３＝９を加えて入れる。Ⅲ’の０のところにはⅠをそのまま入れる。すなわち、４×０＝０を加えるというわけだ。つまり以下のようになる。

　

	2
	1
	3
	5
	4
	6
	8
	7
	9
	11
	10
	12

	3
	2
	1
	6
	5
	4
	9
	8
	7
	12
	11
	10

	1
	3
	2
	4
	6
	5
	7
	9
	8
	10
	12
	11

	8
	7
	9
	11
	10
	12
	2
	1
	3
	5
	4
	6

	9
	8
	7
	12
	11
	10
	3
	2
	1
	6
	5
	4

	7
	9
	8
	10
	12
	11
	1
	3
	2
	4
	6
	5

	11
	10
	12
	8
	7
	9
	5
	4
	6
	2
	1
	3

	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	10
	12
	11
	7
	9
	8
	4
	6
	5
	1
	3
	2

	5
	4
	6
	2
	1
	3
	11
	10
	12
	8
	7
	9

	6
	5
	4
	3
	2
	1
	12
	11
	10
	9
	8
	7

	4
	6
	5
	1
	3
	2
	10
	12
	11
	7
	9
	8


	
	










　



　

同様にして、ⅡをⅣに組み込む。

　

	3
	1
	2
	6
	4
	5
	9
	7
	8
	12
	10
	11

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	2
	3
	1
	5
	6
	4
	8
	9
	7
	11
	12
	10

	12
	10
	11
	9
	7
	8
	6
	4
	5
	3
	1
	2

	10
	11
	12
	7
	8
	9
	4
	5
	6
	1
	2
	3

	11
	12
	10
	8
	9
	7
	5
	6
	4
	2
	3
	1

	6
	4
	5
	3
	1
	2
	12
	10
	11
	9
	7
	8

	4
	5
	6
	1
	2
	3
	10
	11
	12
	7
	8
	9

	5
	6
	4
	2
	3
	1
	11
	12
	10
	8
	9
	7

	9
	7
	8
	12
	10
	11
	3
	1
	2
	6
	4
	5

	7
	8
	9
	10
	11
	12
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	8
	9
	7
	11
	12
	10
	2
	3
	1
	5
	6
	4


	
	










　



　

２つの特殊種を合成して、下のように完成。

　
	26
	1
	15
	65
	40
	54
	104
	79
	93
	143
	118
	132

	3
	14
	25
	42
	53
	64
	81
	92
	103
	120
	131
	142

	13
	27
	2
	52
	66
	41
	91
	105
	80
	130
	144
	119

	140
	115
	129
	107
	82
	96
	62
	37
	51
	29
	4
	18

	117
	128
	139
	84
	95
	106
	39
	50
	61
	6
	17
	28

	127
	141
	116
	94
	108
	83
	49
	63
	38
	16
	30
	5

	71
	46
	60
	32
	7
	21
	137
	112
	126
	98
	73
	87

	48
	59
	70
	9
	20
	31
	114
	125
	136
	75
	86
	97

	58
	72
	47
	19
	33
	8
	124
	138
	113
	85
	99
	74

	101
	76
	90
	134
	109
	123
	35
	10
	24
	68
	43
	57

	78
	89
	100
	111
	122
	133
	12
	23
	34
	45
	56
	67

	88
	102
	77
	121
	135
	110
	22
	36
	11
	55
	69
	44


	
	










　



　

　

③ ４の累乗の奇数倍方陣

　まず１６（４の２乗）方陣を作ってみよう。４方陣の手法を２回組み合わせればよい。

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　

	1
	2
	3
	4

	3
	4
	1
	2

	4
	3
	2
	1

	2
	1
	4
	3


	
	
　 Ⅰ

　

	1
2
3
4
4
3
2
1
2
1
4
3
3
4
1
2

	
　 Ⅱ

　



　

　ⅠⅡから１をそれぞれ引く。

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　

	0
	1
	2
	3

	2
	3
	0
	1

	3
	2
	1
	0

	1
	0
	3
	2


	
	
Ⅰ'

　

	0
1
2
3
3
2
1
0
1
0
3
2
2
3
0
1

	
Ⅱ'

　



　

　ⅡをⅠ'に組み込む。組み込み方はⅠ'の升の数字×４＋Ⅱの升の数字とすればいい。

　

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	3
	4
	1
	2
	7
	8
	5
	6
	11
	12
	9
	10
	15
	16
	13
	14

	4
	3
	2
	1
	8
	7
	6
	5
	12
	11
	10
	9
	16
	15
	14
	13

	2
	1
	4
	3
	6
	5
	8
	7
	10
	9
	12
	11
	14
	13
	16
	15

	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	11
	12
	9
	10
	15
	16
	13
	14
	3
	4
	1
	2
	7
	8
	5
	6

	12
	11
	10
	9
	16
	15
	14
	13
	4
	3
	2
	1
	8
	7
	6
	5

	10
	9
	12
	11
	14
	13
	16
	15
	2
	1
	4
	3
	6
	5
	8
	7

	13
	14
	15
	16
	9
	10
	11
	12
	5
	6
	7
	8
	1
	2
	3
	4

	15
	16
	13
	14
	11
	12
	9
	10
	7
	8
	5
	6
	3
	4
	1
	2

	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	14
	13
	16
	15
	10
	9
	12
	11
	6
	5
	8
	7
	2
	1
	4
	3

	5
	6
	7
	8
	1
	2
	3
	4
	13
	14
	15
	16
	9
	10
	11
	12

	7
	8
	5
	6
	3
	4
	1
	2
	15
	16
	13
	14
	11
	12
	9
	10

	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9

	6
	5
	8
	7
	2
	1
	4
	3
	14
	13
	16
	15
	10
	9
	12
	11


	
	














　



　

　１６方陣の特殊種が完成しているのがおわかりいただけると思う。どの行列にも２つの対角線にも１から１６までの数字が１つずつ入っているのである。

　同様にしてⅠをⅡ'の中に組み入れる。

　

　

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	4
	3
	2
	1
	8
	7
	6
	5
	12
	11
	10
	9
	16
	15
	14
	13

	2
	1
	4
	3
	6
	5
	8
	7
	10
	9
	12
	11
	14
	13
	16
	15

	3
	4
	1
	2
	7
	8
	5
	6
	11
	12
	9
	10
	15
	16
	13
	14

	13
	14
	15
	16
	9
	10
	11
	12
	5
	6
	7
	8
	1
	2
	3
	4

	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	14
	13
	16
	15
	10
	9
	12
	11
	6
	5
	8
	7
	2
	1
	4
	3

	15
	16
	13
	14
	11
	12
	9
	10
	7
	8
	5
	6
	3
	4
	1
	2

	5
	6
	7
	8
	1
	2
	3
	4
	13
	14
	15
	16
	9
	10
	11
	12

	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9

	6
	5
	8
	7
	2
	1
	4
	3
	14
	13
	16
	15
	10
	9
	12
	11

	7
	8
	5
	6
	3
	4
	1
	2
	15
	16
	13
	14
	11
	12
	9
	10

	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	12
	11
	10
	9
	16
	15
	14
	13
	4
	3
	2
	1
	8
	7
	6
	5

	10
	9
	12
	11
	14
	13
	16
	15
	2
	1
	4
	3
	6
	5
	8
	7

	11
	12
	9
	10
	15
	16
	13
	14
	3
	4
	1
	2
	7
	8
	5
	6


	
	














　



　

　以上２つの特殊種は互いに独立である。Ⅰ'とⅡ'が互いに独立であり、ⅠとⅡも互いに独立であるからである。２つを合成すると１６方陣が完成する。

　

	1
	18
	35
	52
	69
	86
	103
	120
	137
	154
	171
	188
	205
	222
	239
	256

	51
	36
	17
	2
	119
	104
	85
	70
	187
	172
	153
	138
	255
	240
	221
	206

	20
	3
	50
	33
	88
	71
	118
	101
	156
	139
	186
	169
	224
	207
	254
	237

	34
	49
	4
	19
	102
	117
	72
	87
	170
	185
	140
	155
	238
	253
	208
	223

	201
	218
	235
	252
	141
	158
	175
	192
	65
	82
	99
	116
	5
	22
	39
	56

	251
	236
	217
	202
	191
	176
	157
	142
	115
	100
	81
	66
	55
	40
	21
	6

	220
	203
	250
	233
	160
	143
	190
	173
	84
	67
	114
	97
	24
	7
	54
	37

	234
	249
	204
	219
	174
	189
	144
	159
	98
	113
	68
	83
	38
	53
	8
	23

	77
	94
	111
	128
	9
	26
	43
	60
	197
	214
	231
	248
	129
	146
	163
	180

	127
	112
	93
	78
	59
	44
	25
	10
	247
	232
	213
	198
	179
	164
	145
	130

	96
	79
	126
	109
	28
	11
	58
	41
	216
	199
	246
	229
	148
	131
	178
	161

	110
	125
	80
	95
	42
	57
	12
	27
	230
	245
	200
	215
	162
	177
	132
	147

	133
	150
	167
	184
	193
	210
	227
	244
	13
	30
	47
	64
	73
	90
	107
	124

	183
	168
	149
	134
	243
	228
	209
	194
	63
	48
	29
	14
	123
	108
	89
	74

	152
	135
	182
	165
	212
	195
	242
	225
	32
	15
	62
	45
	92
	75
	122
	105

	166
	181
	136
	151
	226
	241
	196
	211
	46
	61
	16
	31
	106
	121
	76
	91


	
	














　



　

　これに奇数方陣の手法を組み合わせれば、１６の奇数倍の魔方陣を作ることができる。また、４方陣の手法を３回組み合わせれば、６４方陣が作成できる。それに奇数方陣の手法を組み合わせれば、６４の奇数倍の魔方陣が作成できるわけだ。

　

　

④ ８・１２・１６・２４方陣

　８・１２・１６・２４方陣は特別の事情からできる。４の倍数については、これから述べる手法でできそうなのであるが、コンピュータで走らせたところ上の数字の以外には（実験した範囲内では）作成できなかった。なぜかは理由はわからないので、わかる方がいたら是非教えていただければと思う。
　表題の魔方陣は、素数方陣や奇数方陣で使ったずらし法でできる。ただし、できあがる種は、素数方陣や奇数方陣のときと違って、非特殊種である。

　８方陣を例に説明してみよう。１行目に入れることのできる順列は特別なものに限られている。（素数方陣では任意の順列を入れることができた。また、奇数方陣では先頭または最後に制約がある以外は自由であった。）例えば、１２３４８７６５という順列である。この縦列を基に２ずらしをしてみよう。

　

	1
	2
	3
	4
	8
	7
	6
	5

	6
	5
	1
	2
	3
	4
	8
	7

	8
	7
	6
	5
	1
	2
	3
	4

	3
	4
	8
	7
	6
	5
	1
	2

	1
	2
	3
	4
	8
	7
	6
	5

	6
	5
	1
	2
	3
	4
	8
	7

	8
	7
	6
	5
	1
	2
	3
	4

	3
	4
	8
	7
	6
	5
	1
	2


	
	



　　　　　Ⅰ


　



　

　非特殊種ができていることを確認していただきたい。行と対角線は１から８までの数字が１つずつ入っているが、列は同じ数字が２回は入って来る。例えば、１列目は１６８３１６８３である。しかし、合計は１＋２＋３＋４＋５＋６＋７＋８＝３６と同じ３６である。他の列も同様である。したがって、特殊種ではないが種になっているのである。

　次に３ずらしを行ってみよう。

　

	1
	2
	3
	4
	8
	7
	6
	5

	7
	6
	5
	1
	2
	3
	4
	8

	3
	4
	8
	7
	6
	5
	1
	2

	5
	1
	2
	3
	4
	8
	7
	6

	8
	7
	6
	5
	1
	2
	3
	4

	2
	3
	4
	8
	7
	6
	5
	1

	6
	5
	1
	2
	3
	4
	8
	7

	4
	8
	7
	6
	5
	1
	2
	3


	
	


　　　　 Ⅱ



　



　

　赤の対角線をのぞくと、特殊種の条件を満たしている。赤の対角線が原因となって、非特殊種となってしまっている。ⅠⅡは互いに独立である。ずらし方が違うためである。したがって、ⅠⅡを合成すれば、８方陣が完成する。

　

	1
	10
	19
	28
	64
	55
	46
	37

	54
	45
	33
	2
	11
	20
	32
	63

	24
	31
	62
	53
	41
	34
	3
	12

	35
	4
	16
	23
	30
	61
	49
	42

	57
	50
	43
	36
	8
	15
	22
	29

	14
	21
	25
	58
	51
	44
	40
	7

	48
	39
	6
	13
	17
	26
	59
	52

	27
	60
	56
	47
	38
	5
	9
	18


	
	






　



　

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

９．一般偶数方陣
　一番やっかいなのが、６・１０・１４などの特別偶数以外の偶数方陣である。この中で作成に成功したものは、現段階では６方陣と１０方陣のみとなっている。（このホームページを開設した直後に偶数方陣の一般的解法を発見した。１２節参照。 その解法によれば、手作業でもすべての偶数方陣が作成可能である。）私が作ったプログラムでは、６方陣であれば１時間に２万個ぐらいは作成可能であるが、１０方陣になると１個作るのに２０分ぐらい要してしまう。１４方陣になると、一晩走らせても１個もできなかった。２２方陣になると、スーパーコンピュータでも１年で１個もできないかもしれない。後にプルグラムは見てもらうことにして、６方陣の作成などについて考えてみよう。
　私は、魔方陣をコンピュータに作らせるということを考えだした当初は、特殊種のアイデアしか持っていなかった。特殊種以外には種は存在しないとさえ思っていた。（非特殊種の存在の可能性に気がついたのは、数年も後のことである。存在の可能性に気がついた後でも、一般領域による魔方陣の作成は、ハード的に無理ではないかと思っていた。）したがって、はじめの模索は特殊領域に限られていたのである。どの行列にも、対角線上にも１～ｎまでの数字が１つずつはいる特殊種（当時は、単に種と呼んでいた。）を作成することに思考のすべてが注がれていた。
　最初に作成したプログラムは、各升にアットランダムに数字を入れていき、縦横対角線上に同じ数字がある場合には、別の数字を入れるのである。数字の入れ方によっては、すぐに息詰まってしまう。その場合には、最初からやり直すということを繰り返す。この方法で、４方陣と５方陣は簡単に作れたが、６方陣以降はコンピュータを一晩走らせても、１個も作成できなかった。分割コンパイルをして６方陣種を１万４千個も蓄えて、すべて組み合わせてもできなかった。ひょっとすると６方陣種はすべて非生産的ではないのかという可能性も疑われた。
　そこでプログラムを改良し、アットランダムに入れていくのではなくすべての場合を網羅して尽くすようにした。１から順に入れていき、すべての場合を調べるプログラムを作ったのである。そしてこのプログラムを走らせることによって、先の可能性が証明されたのである。６方陣種は特殊領域内においては、すべて非生産的であること、すなわち、特殊領域内においてはすべての種は自分と独立な種を１つも持たないことが証明されたのである。コンピュータは上の証明を１秒もかからずやってのけたのである。さらに、このプログラムによって７方陣と８方陣も作成可能となったのである。８方陣であっても一晩で数万個作成することができた。
　プログラムの最大の特徴は、各升の同一構造性に着目し、自己再帰を複数（Ｎの２乗－１）回繰り返しして特殊種を求めていることである。したがって、１０方陣を求める計算では１０００００次元ループを越えている。このような高次元ループを可能にしている方法こそが自己再帰の方法なのである。

　しかし、このプログラムは８が限界であった。だからこのプログラムで作成することのできる魔方陣は、４・５・７・８方陣だけであった。６方陣や１０方陣の作成のためには、さらに別の方法の模索が必要であった。

　模索の結果気がついたのが非特殊領域の存在である。領域を一般まで拡張したプログラムによって、３・４・５・６・７・８・９・１０の各方陣を作成できるようになった。そして次の予想も可能となった。一般領域内においては、すべての種は生産的である。すなわち、一般領域内のすべての種は一般領域内に自分と独立な種を持っている。
　しかも６方陣以上では、自分と独立な種を少なくても数万個以上持っていそうなのである。１０方陣では兆の単位を遙かに越えるのではないだろうか。それらをすべて組み合わせれば、６方陣においてさえ兆の単位を越えてしまう。４方陣では５２４８種類できる。ただし、対称変換などで合同なものが同一魔方陣に対して８個あるので、本質的に異なるものは６５６種類である。（このホームページを開設した直後に（９９年５月中旬）、一般種よりさらに広い種領域が存在していることが分かった。縦横斜めの合計が、一致しない生産的種が存在しているのある。それまで入れると、８８０種類存在する。そして、８８０を越えることはないこと、すなわち８８０ですべて尽くされていることが、私の作ったプログラムによって証明された。第２節、第５節参照）
　プログラムが作った６方陣と１０方陣を紹介しよう。まず６方陣から。

　

	1
	5
	1
	3
	6
	5

	5
	1
	5
	6
	3
	1

	3
	4
	3
	4
	2
	5

	5
	3
	4
	4
	2
	3

	6
	4
	2
	2
	6
	1

	1
	4
	6
	2
	2
	6


	
	


　　　 Ⅰ

　



　

	4
	2
	3
	3
	5
	4

	3
	2
	6
	3
	1
	6

	2
	5
	4
	6
	3
	1

	5
	6
	3
	1
	1
	5

	2
	2
	4
	6
	6
	1

	5
	4
	1
	2
	5
	4


	
	

　　　　Ⅱ


　



　

　

ⅠⅡを合成して次の完成魔方陣ができる。

　

　

　

	19
	11
	13
	15
	30
	23

	17
	7
	35
	18
	3
	31

	9
	28
	21
	34
	14
	5

	29
	33
	16
	4
	2
	27

	12
	10
	20
	32
	36
	1

	25
	22
	6
	8
	26
	24


	
	




　



　

　次に１０方陣について紹介しよう。

　

	1
	3
	6
	5
	7
	8
	4
	9
	10
	2

	7
	2
	10
	9
	6
	3
	8
	5
	1
	4

	8
	9
	3
	7
	10
	1
	5
	4
	2
	6

	10
	5
	7
	4
	9
	2
	3
	6
	8
	1

	2
	6
	4
	10
	5
	7
	9
	1
	3
	8

	3
	4
	9
	1
	8
	6
	2
	10
	7
	5

	5
	8
	1
	6
	2
	10
	7
	3
	4
	9

	4
	7
	5
	2
	1
	9
	10
	8
	6
	3

	6
	10
	8
	3
	4
	5
	1
	2
	9
	7

	9
	1
	2
	8
	3
	4
	6
	7
	5
	10


	
	





　　Ⅰ


　



　

　

	5
	8
	2
	5
	8
	2
	3
	10
	10
	2

	9
	7
	9
	2
	7
	4
	4
	2
	6
	5

	9
	9
	2
	6
	3
	7
	6
	1
	9
	3

	2
	7
	1
	9
	6
	3
	3
	6
	10
	8

	6
	5
	8
	4
	9
	5
	3
	3
	5
	7

	9
	4
	4
	1
	3
	8
	10
	5
	3
	8

	1
	1
	9
	9
	1
	6
	7
	10
	6
	5

	2
	2
	10
	4
	10
	7
	7
	6
	1
	6

	4
	8
	5
	7
	7
	3
	2
	8
	1
	10

	8
	4
	5
	8
	1
	10
	10
	4
	4
	1


	
	




　 Ⅱ



　



　

　

ⅠⅡを合成して

　

　

	41
	73
	16
	45
	77
	18
	24
	99
	100
	12

	87
	62
	90
	19
	66
	33
	38
	15
	51
	44

	88
	89
	13
	57
	30
	61
	55
	4
	82
	26

	20
	65
	7
	84
	59
	22
	23
	56
	98
	71

	52
	46
	74
	40
	85
	47
	29
	21
	43
	68

	83
	34
	39
	1
	28
	76
	92
	50
	27
	75

	5
	8
	81
	86
	2
	60
	67
	93
	54
	49

	14
	17
	95
	32
	91
	69
	70
	58
	6
	53

	36
	80
	48
	63
	64
	25
	11
	72
	9
	97

	79
	31
	42
	78
	3
	94
	96
	37
	35
	10


　

　

１２．偶数方陣の一般的解法
足し算的手法

	149
	47
	1
	2
	3
	4
	5
	192
	193
	194
	195
	196
	152
	46

	154
	44
	191
	190
	189
	188
	187
	10
	9
	8
	7
	6
	155
	41

	21
	171
	89
	121
	64
	93
	125
	66
	72
	147
	148
	60
	162
	40

	22
	170
	135
	110
	138
	67
	114
	81
	86
	63
	99
	92
	163
	39

	23
	169
	136
	137
	61
	105
	78
	109
	103
	52
	130
	74
	164
	38

	24
	168
	68
	113
	55
	132
	107
	70
	71
	104
	146
	119
	165
	37

	25
	167
	100
	94
	122
	88
	133
	95
	77
	69
	91
	116
	166
	36

	172
	30
	131
	82
	87
	49
	76
	124
	140
	98
	75
	123
	31
	161

	173
	29
	53
	56
	129
	134
	50
	108
	115
	141
	102
	97
	32
	160

	174
	28
	62
	65
	143
	80
	139
	117
	118
	106
	54
	101
	33
	159

	175
	27
	84
	128
	96
	111
	112
	73
	59
	120
	57
	145
	34
	158

	176
	26
	127
	79
	90
	126
	51
	142
	144
	85
	83
	58
	35
	157

	48
	150
	182
	183
	184
	185
	186
	11
	12
	13
	14
	15
	45
	151

	43
	153
	20
	19
	18
	17
	16
	181
	180
	179
	178
	177
	42
	156


	
	












　



　

上の方法によって、１０方陣から１４方陣を作成することができる。同様にして、６方陣から１０方陣、８方陣から１２方陣というようにすべての偶数方陣が作れる。４方陣と６方陣という２つの出発点からはじめて、すべての偶数方陣が作成可能なのである。

　

赤いところは１０方陣、青いところは４方陣になっている点に注目して欲しい。　
	149
	47
	152
	46

	154
	44
	155
	41

	48
	150
	45
	151

	43
	153
	42
	156


	
	


　



	89
	121
	64
	93
	125
	66
	72
	147
	148
	60

	135
	110
	138
	67
	114
	81
	86
	63
	99
	92

	136
	137
	61
	105
	78
	109
	103
	52
	130
	74

	68
	113
	55
	132
	107
	70
	71
	104
	146
	119

	100
	94
	122
	88
	133
	95
	77
	69
	91
	116

	131
	82
	87
	49
	76
	124
	140
	98
	75
	123

	53
	56
	129
	134
	50
	108
	115
	141
	102
	97

	62
	65
	143
	80
	139
	117
	118
	106
	54
	101

	84
	128
	96
	111
	112
	73
	59
	120
	57
	145

	127
	79
	90
	126
	51
	142
	144
	85
	83
	58


	
	








　



　
ただし、赤の１０方陣は４８加えてあって、４９から始まっている。また、青の４方陣は、４１から始まっていて４９から１４８までは中抜けになっている。黒の部分の仕組みは下のようになっている。
	
　
	　　 １
	　　１６
	
　

	
	　　１５
	　　 ２
	

	　　 ５
	　　１１
	
　
	　　１０
	　　 ８
	
　

	　　１２
	　　 ６
	
	　　 ７
	　　 ９
	

	
　
	　　１４
	　　 ３
	
　

	
	　　 ４
	　　１３
	


　

　１６と２では正順と逆順になっていることに注意して欲しい。そのため１６と２の縦の合計は、一致している。そして、１６＋２＋３＋１３＝１７×２となっている点にも注意して欲しい。

　また、１と１６の各部分は、補数関係になっているなっている。

　以上の説明と表をよくごらんになって欲しい。

　

　以上の３つ（青、赤、黒）を合わせれば、１０方陣と４方陣を基にした１４方陣が完成する。この手法を次々に適用していけば、すべての偶数方陣が作成できる。ただし、次の２系列となる点に注意して欲しい。

　

４，８，１２，１６，２０，２４，・・・・・・・・・・
　

６，１０，１４，１８，２２，２６・・・・・・・・・・

　

この方法を足し算的手法と呼ぶことにする。前の数字に４を加えていくやり方であるからである。それに対して第５節の４の奇数倍方陣のやり方をかけ算的手法と呼ぶことにする。

	101
	114
	127
	140
	1
	14
	27
	40
	57
	70
	83
	96

	139
	128
	113
	102
	39
	28
	13
	2
	95
	84
	69
	58

	116
	103
	138
	125
	16
	3
	38
	25
	72
	59
	94
	81

	126
	137
	104
	115
	26
	37
	4
	15
	82
	93
	60
	71

	9
	22
	35
	48
	53
	66
	79
	92
	97
	110
	123
	136

	47
	36
	21
	10
	91
	80
	65
	54
	135
	124
	109
	98

	24
	11
	46
	33
	68
	55
	90
	77
	112
	99
	134
	121

	34
	45
	12
	23
	78
	89
	56
	67
	122
	133
	100
	111

	49
	62
	75
	88
	105
	118
	131
	144
	5
	18
	31
	44

	87
	76
	61
	50
	143
	132
	117
	106
	43
	32
	17
	6

	64
	51
	86
	73
	120
	107
	142
	129
	20
	7
	42
	29

	74
	85
	52
	63
	130
	141
	108
	119
	30
	41
	8
	19


	
	










　



　

上のように４×３の形になっているからである。かけ算的手法では一般性がなかったのに対して、４を加えていく足し算的手法は一般的解法になるのである。
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